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Abstract.  
The mathematical numerical methods can consistently serve the economical and 
managerial phenomena, including those dedicated to zootechnical and agricultural areas. 
The paper fully turns to good account a series of numerical methods implemented on the 
computer toward the author, using it in the implementation of improvements of classical 
mathematical methods. The author has built his own algorithms, improved in terms of 
convergence of the implemented numerical methods. The mathematical numerical methods 
whose implementation is to be used in this paper refers to solving non-linear equations, non-
algebraic (transcendent) equations, and also to solving non-linear systems of equations. 
Enough to mention the connection between the size of economical activity (production capacity, 
capital, etc.) on the one hand, and economical performance (unit cost, unit of income or profit, 
etc.) on the other hand. There are corresponding phenomena, mathematically, through a 
nonlinear dependence – parabolic, exponential, hyperbolic one. Mathematically treatment of 
these phenomena is done through specific functions, such as the Gompertz 
function: xy abc= (exponential), then the logistic function:
1 a bx
cy
e ++
= (of exponential and 
hyperbolic kind). 
In problems of technical performance optimization of a production process, with or without 
financial restrictions, with one or more inputs, the rate of technical substitution, and the rate of 
economic substitution, both of these rates, are obtained by solving a system of differential 
equations with partial derivatives. Numerical mathematical methods meant to solve these 
differential systems categories, involve solving the equations and systems of equations, both 
linear and non linear. 
We also point out the Cobb-Douglass nonlinear equation focused on throughout almost 
all the paper, through which the author wants to shape up economical issues in the field of 
animal husbandry and agriculture. 
Unlike algebraic equations and linear systems, where the solving methods are direct, the 
non-linear equations and systems do not allow resolution through direct methods. Here, the 
solving methods are iterative, but even if it offers approximate solutions, they are sufficiently 
precise. We also should say that, if in solving non-linear equations, the insurance of the 
convergence is a simple issue, the solving of the non-linear systems the convergence conditions 
are more severe. Here, the author, after a detailed study of the issue, starts the implementation 
with an initial approximation closely related to the exactly solution  (mathematical solution). 
Otherwise, the majority of the methods can follow the unwanted way, the divergence one, due to 
the rather weak global convergence.  
Regarding the used methods in the implementation of solving non-linear equations, 
besides the classical methods (the chord method, the tangent method, etc.), the author also 
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followed more convergent methods, such as Bailey's Method, the Lagrange or Rational 
Interpolation Method, Jarrat’s Method, Wegstein’s Method, the method of Steffensen and 
Aiken’s one, as well as his own generical method.  
Regarding the methods used in the implementation, concerning the solving of the non-
linear systems of equations, we mention the classical unperformant Gauss-Seidel Method, but 
mostly the Gauss-Newton-Raphson Method, adapted by the author. 
We must mention that the author is the owner of the computer implementation in an 
acknowledged programming environment, of all the methods listed above, and more. The 
implementation has been organized in an Integrated environment for numerical methods in 
mathematics and statistics. The mentioned integrated environment has been the object of a 
scientific research contract funded by the former Minister of Science and Technology (MCT), 
the contract drawn up between the parties: ITC (Institute of Technical and Scientifical 
Computer) Cluj-Napoca, and the mentioned ministry. 
From all the implemented numerical methods in the integrated environment, in order to 
serve the economical and managerial phenomena of Animal Husbandry and Agriculture, the 
paper appeals to the non-linear equations and the non-linear systems of equations. 
 
Keywords: mathematical model, non-linear systems, Cobb-Douglas’s equations and 
systems, integrated and programming environment, economical performance, production 
process. 
 
INTRODUCERE 
 
 
Lucrarea de faŃǎ prezintǎ aspectul teoretic şi modelul matematic urmat în 
elaborarea de aplicaŃii concrete pentru domeniul economic şi managerial în agriculturǎ 
[52]. Aşadar, lucrarea de faŃǎ este în legǎturǎ cu lucrarea urmǎtoare [52], deservind-o pe 
aceasta. 
În introducere la prezenta lucrare, punctăm ca o aplicabilitate imediată a 
ecuaŃiilor şi sistemelor de ecuaŃii neliniare în domeniul economic, mai precis în 
dezvoltarea economică în profil teritorial, funcŃia şi ecuaŃia de referinŃǎ Cobb-Douglas 
care va face obiectul primei secŃiuni a lucrǎrii. 
SecŃiunea a doua este dedicatǎ tratǎrii sistemelor de ecuaŃii de tip Cobb-Douglas. 
Se abordeazǎ în lucrare modelul matematic al sistemelor de tip Cobb-Douglas, cu douǎ, 
trei şi patru variabile independente (factori decizionali). Corespunzǎtor, dupǎ cum se va 
observa pe parcursul acestei secŃiuni, vom avea sisteme neliniare cu trei, patru şi cinci 
ecuaŃii. 
 
1. EcuaŃia Cobb-Douglas 
 
1.1. Introducere 
În caracterizarea dezvoltării economice în profil teritorial, era reprezentativă la 
nivelul anilor 1985 următoarea funcŃie matematică a lui Cobb-Douglas, menită să 
aproximeze cel mai bine dependenŃa producŃiei industriale sau agricole de numărul 
populaŃiei active (ocupate) şi valoarea fondurilor fixe din ramură. Era vorba de 
dependenŃa de forma: 
A L FY βα⋅ ⋅=    
 (1.1): 
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 Y   este valoarea producŃiei marfă industrială sau agricolă (mii lei la nivelul 
anului 1985); 
 L   este numărul populaŃiei ocupate în industrie sau agricultură (mii oameni, 
sau nr. oameni ocupaŃi la 1000 de locuitori-consumatori); 
 F  este valoarea fondurilor fixe, industriale sau agricole (mii lei la nivelul lui 
1985 ); 
 A  este o constantă – indicator de eficienŃă; 
 ,α β  sunt coeficienŃi de “relaxare” (“elasticitate”). 
 
1.2. Scurt istoric 
 
Pe perioada 1950-2000, dezvoltarea economică în profil teritorial a României este 
conturată în două etape. Factorii de producŃie care intrau fără excepŃie într-o exprimare 
de tipul  (1.1)  pe perioada amintită, erau capitalul K  (mai ales fondurile fixe F ) şi 
numărul de salariaŃi L  (numărul populaŃiei active ocupate în proces). EcuaŃia Cobb-
Douglas (1.1) îmbrăŃişa forma: A K LY βα⋅ ⋅= . 
 
Etapa nr.1 este perioada 1950-1985, etapă în care exprimările celor doi factori de 
producŃie erau în mii lei, respectiv nr.persoane. Iar aici distingem două ramuri 
economice. 
 Industria. Constanta A  intra cu valoarea aproximativă 1.3410 22A = ≈ , iar 
coeficienŃii α  şi 
β  intrau cu valorile aproximative 0.34α = , 0.81β = , oricum o eficienŃă crescândă 
a factorilor de producŃie utilizaŃi ( 1.15 1α β ≈ >+ ). Valorile de mai sus asigurau un 
coeficient de corelaŃie multiplă de 96.55% între variabila dependentă (producŃia 
industrială Y ) şi variabilele independente (fondurile fixe F  şi numărul de salariaŃi 
L ). 
 Agricultura. Constanta A  intra cu valoarea aproximativă 1.9910 98A = ≈ , iar 
coeficienŃii α  
şi β  intrau cu valorile aproximative 0.235α = , 0.4565β = , adică o eficienŃă 
descrescândă a factorilor materiali şi umani în obŃinerea producŃiei agricole 
( 0.69 1α β ≈ <+ ).Valorile de mai sus asigurau un coeficient de corelaŃie multiplă de 
doar 75.26% între variabila dependentă (producŃia agricolă Y ) şi variabilele 
independente (fondurile fixe F  şi numărul de salariaŃi L ). 
Utilizarea constantei de eficienŃă A  cu o valoare extrem de semnificativă, ilustra 
la acea vreme o utilizare ineficientă a factorilor de producŃie (în special a fondurilor 
fixe) în potenŃialul economic al ramurii. Se neglijau alŃi factori importanŃi, cum ar fi 
progresul tehnic, materiile prime şi chiar condiŃiile pedoclimatice, acestea din urmă 
fiind adesea hotărâtoare în obŃinerea producŃiei agricole. 
Lesne de observat ponderea mică a fondurilor fixe în produsul global al ramurii, 
fie industrială, fie agricolă (coeficientul de elasticitate α  având valoare 
nesemnificativă, de două ori şi jumătate mai mică decât constanta β  în industrie, 
respectiv de două ori mai mică în agricultură). Valoarea β  de cel puŃin două ori mai 
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mare decât valoarea α  se explică într-o economie socialistă, unde unul din obiectivele 
prioritare era utilizarea potenŃialului uman, adică atragerea totală a populaŃiei apte de 
muncă, chiar cu riscul de a se periclita echilibrul economic. Ori, în perspectiva 
accentuării caracterului intensiv al reproducŃiei se impune o sporire puternică a 
mijloacelor de producŃie şi în primul rând a fondurilor fixe (a capitalului în general). 
Acest fenomen devine vizibil în etapa următoare la care ne vom referi. 
 
Etapa nr. 2 este perioada 1986-2000, etapă în care exprimările celor doi factori de 
producŃie erau în miliarde lei, respectiv în sute persoane. Estimativ, pe subperioada 
1986-1998 constanta A  intra cu o valoare subunitară, iar coeficienŃii de elasticitate α  
şi β  intrau cu valorile aproximative 1.325 , 0.069α β= =  în modelul Cobb-
Douglas fără progres tehnic, respectiv cu valorile 1.22 , 0.58α β= =  în modelul 
Cobb-Douglas cu progres tehnic. În ambele modele se observă faptul că producŃia Y  
este elastică în raport cu capitalul şi inelastică în raport cu manopera umană (numărul 
de salariaŃi). Cu alte cuvinte, devine prioritar capitalul şi mai puŃin important numărul 
de salariaŃi. De altfel, într-o economie competitivă, în vederea atingerii unui grad 
acceptabil de productivitate a muncii, se merge pe ideia minimizării numărului de 
oameni, manopera umană fiind un consumator serios de resurse financiare; consumator 
chiar şi din valoarea de capital. 
Aspectele legate de minimizarea numărului de oameni, privit ca unul din contextele 
de optim în procesul de producŃie, sunt prinse matematic şi informatic în lucrarea 
urmǎtoare [52] dedicatǎ aplicabilitǎŃii conceptelor Cobb-Douglas în problemele de 
economie agrarǎ. 
 
1.3.Caracterizare 
 
• În expresia (1.1) variabilele L  şi F  sunt independente (factori independenŃi-
decizionali), iar variabila producŃie Y  este dependentă (factorul dependent-
calculat). 
• CoeficienŃii de “relaxare” ,α β  evidenŃiază creşterea producŃiei Y  cu procentul 
α % respectiv β % la incrementarea factorilor independenŃi L  şi F  cu procentul 
de 1%. Pentru 1α β+ <  avem o “eficienŃă descrescândă” a factorilor independenŃi 
utilizati L  şi F . Pentru 1α β+ =  avem o “eficienŃă staŃionară”. Pentru 
1α β+ >  avem o “eficienŃă crescândă” a acestor doi factori. Frecvent, pe perioada 
1950-1985 în România, coeficienŃii ,α β  intrau cu valorile 0,80568α = , 
0,34222β =  (eficienŃă crescândă a factorilor de producŃie utilizaŃi; 1α β+ > ) în 
caz de producŃie industrială, respectiv 0, 45649α = , 0,23488β =  (eficienŃă 
descrescândă; 1α β+ < ) în caz de producŃie agricolă, ceea ce semnificǎ faptul cǎ 
potenŃialul economic în agricultură nu era utilizat eficient Aceste două perechi de 
valori ale coeficienŃilor de “elasticitate”, puteri a factorilor de producŃie L  şi F , 
evidenŃia la nivelul lui 1985 o pondere aproximativ de două ori şi jumătate mai 
mare a populaŃiei active L , decât a volumului fondurilor fixe F  în realizarea 
producŃiei industriale Y , respectiv de aproximativ două ori mai mare în realizarea 
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producŃiei agricole. Aşadar, o eficienŃă relativ scăzută a fondurilor fixe, ceea ce 
denotă că factorul fonduri fixe (potenŃialul economic în ramură) nu era utilizat 
eficient. Se prognoza astfel necesitatea ridicării puternice a acestui indicator în 
viitor, în orice activitate industrială, agricolă, zootehnică şi nu numai. Prognozare 
ce s-ar impune şi azi. Se impune aşadar, sporirea puternică a eficienŃei mijloacelor 
de producŃie industriale şi agricole, cu prioritate a fondurilor fixe şi investiŃiilor. În 
consecinŃă, se mai impunea şi se impune şi azi ca o obligativitate, o echilibrare a 
coeficienŃilor de “relaxare” α  şi β , ambii tinzând azi la valori înspre 0,5.  
• Constanta A  este cu mare sens, ea înglobând (explicând) aportul altor factori 
necuprinşi în expresia funcŃiei (1.1) la obŃinerea producŃiei industriale sau 
agricoleY , factori cum ar fi progresul tehnic, capitalul circulant, condiŃii 
pedoclimatice, suprafaŃă agricolă, suprafaŃă arabilă, tractoare fizice, materii 
prime, cheltuieli materiale şi combustibil, etc. Marcu Horovitz apreciază că A  este 
un “multiplicator” care indică în ce proporŃie creşte producŃia Y , daŃi fiind cei doi 
factori L  şi F  şi “elasticităŃile” lor ,α β . Sus-numitul consideră factorul A  ca 
pe un factor de eficienŃă, iar în cazul unei producŃii obŃinute Y , îl determină simplu 
din ecuaŃia (1.1). 
Cu cât A  este mai mare, cu atât avem o eficienŃă mai ridicată. În mod frecvent 
coeficientul A  se utiliza în 1985 cu valoarea 1,3408810 21,921991A = ≈  în cazul 
producŃiei industriale, respectiv cu valoarea 1,9913910 98,036997A = ≈  în cazul 
producŃiei agricole. 
• De menŃionat că funcŃia (1.1) este o determinare din forma generalizatǎ Cobb-
Douglas:  
1
i
n
i
i
A XY α
=
⋅= ∏    
       (1.2). 
• EcuaŃia (1.1) se mai utilizează şi în echivalentul ei obŃinut după logaritmare: 
lg lg lg lgA L FY α β+ +=    
 (1.3) 
iar în cazul inspectării mai multor interdependenŃe ( n  inspectări), (1.3) capătă 
forma: 
lg lg lg lgA L FY n α β+ += ⋅∑ ∑ ∑   
  (1.4). 
• De menŃionat faptul că legătura între factorii de producŃie L şi F  (variabile 
independente) şi volumul producŃiei industriale sau agricoleY  (variabilă 
dependentă) este una puternică, coeficientul de corelaŃie multiplă fiind ridicat, 
aproximativ 0,9655+  în cazul producŃiei industriale, sau 0,75257+  în cazul 
producŃiei agricole. 
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2. Sisteme de ecuaŃii Cobb-Douglas 
 
În gestionarea dependenŃei (1.1) sau (1.4) devine cu sens şi inspectarea reciprocă, 
ca răspuns la întrebarea: “În ce context, cu ce factori de producŃie L , F  se obŃine o 
anumită producŃie Y ”. Ambele răspunsuri, fie la întrebarea directă (ce producŃie Y  
calculată se obŃine prin participarea factorilor daŃi L  şi F ), fie la întrebări reciproce 
de tipul celei de mai sus, sunt oferite de sistemele de tip Cobb-Douglas cu două 
variabile independente. (sistem cu 3 ecuaŃii): 
 
2
2
lg lg lg lg
lg lg lg lg (lg ) lg lg
lg lg lg lg lg lg (lg )
Y n A L F
Y L A L L L F
Y F A F L F F
α β
α β
α β
 = ⋅ + ⋅ + ⋅


⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅

 ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑
   (2.1). 
 
Cercetările în domeniul agricol de azi, cercetări privind dezvoltarea economică, 
utilizează ecuaŃia lui Cobb-Douglas şi sistemul lui Cobb-Douglass într-un cadru extins, 
cadru cu patru, cinci, sau chiar mai multe variabile independente (factori independenŃi – 
factori decizionali). Două dintre ele sunt vechile variabile L  şi F , celelalte se aleg 
dintre factorii amintiŃi mai sus ce erau cuprinşi în constanta A  (de pildă în agricultură 
se pot alege suprafaŃa agricolă S , materii prime M , nr. de tractoare T , nr. de 
tractoare la 100 hectare 100T , cheltuieli materiale şi combustibil  C , investiŃii totale 
I , etc). Azi se tinde spre o explicitare cât mai pronunŃată a factorilor independenŃi 
decizional în defavoarea constantei A  (se purifică constanta A ), aceasta diminuîndu-şi 
rolul în expresii de tip Cobb-Douglas. 
Pentru 4 variabile independente se obŃin astfel aşa numitele ecuaŃii extinse ale lui 
Cobb-Douglas ((2.2), (2.3) şi (2.4) de mai jos), precum şi sistemul lui Cobb-Douglas 
extins (1.9) de mai jos. Mai menŃionăm că în dezvoltarea economicǎ agricolă avem 4 
factori comuni preponderenŃi (ponderea lor per ansamblu fiind în jurul a 94%), anume: 
investiŃiile, cheltuielile materiale-alocări, suprafaŃa agricolă (suprafaŃa arabilă | 
suprafaŃa totală agricolă), valoarea producŃiei agricole obŃinute. 
Pentru 4 variabile independente (4 coeficienŃi de “relaxare” , , ,α β γ δ ) avem 
ecuaŃiile extinse Cobb-Douglas şi sistemul extins Cobb-Douglas prezentate în cele ce 
urmeazǎ. 
 EcuaŃia lui Cobb-Douglas de tipul (1.1) devine acum: 
A L F S TY β γα δ⋅ ⋅ ⋅ ⋅=    
 (2.2): 
  Y   este valoarea producŃiei marfă industrială sau agricolă (mii RON); 
 L   este numărul populaŃiei ocupate în industrie sau agricultură (mii oameni, 
sau nr.  
         oameni ocupaŃi la 1000 de locuitori-consumatori); 
F  este valoarea fondurilor fixe, industriale sau agricole (mii RON); 
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 S   poate fi suprafaŃa agricolă (sute hectare); T   poate fi nr. de tractoare la 
100 hectare; 
 A   este costanta caracterizată mai sus – indicator de eficienŃă; 
, , ,α β γ δ  sunt coeficienŃi de “relaxare” (“elasticitate”). 
Azi, şi datorită prezenŃei celor doi factori independenŃi suplimentari S  şi T , 
constanta A   îşi diminuează valoarea; nu greşim dacă o echivalăm doar la 
valoarea 110 10.=  
CoeficienŃii de elasticitate α  şi β  intră pentru producŃia marfă agricolă cu 
valorile anunŃate 0, 45649α = , 0,23488β = , iar coeficienŃii γ  şi δ  cu 
restul de valori pînă la valoarea 1: 0,154315γ δ= =  (pentru a se tinde înspre 
eficienŃa staŃionară). 
 EcuaŃia (2.2) logaritmată devine: 
lg lg lg lg lg lgA L F S TY α β γ δ= + + + +         (2.3), 
iar în cazul inspectării mai multor interdependenŃe (să zicem n  inspectări-
experienŃe): 
 
lg lg lg lg lg lgA L F S TY n α β γ δ+ + + += ⋅∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 (2.4). 
 
 Sistemul lui Cobb-Douglas (2.1) devine acum cu patru variabile independente 
şi cinci ecuaŃii: 
 
 
2
2
lg lg lg lg lg lg
lg lg lg lg (lg ) lg lg lg lg lg lg
lg lg lg lg lg lg (lg ) lg lg lg lg
lg lg lg lg lg lg lg lg (
Y n A L F S T
Y L A L L F L S L T L
Y F A F L F F S F T F
Y S A S L S F S
α β γ δ
α β γ δ
α β γ δ
α β γ
= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅
⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅
∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ 2
2
lg ) lg lg
lg lg lg lg lg lg lg lg lg lg (lg )
S T S
Y T A T L T F T S T T
δ
α β γ δ






+ ⋅ ⋅

⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
 
sistemul (2.5). 
În lucrarea [52] în asociere cu prezenta lucrare, se prezintǎ o aplicaŃie-model a 
sistemului (2.1) de mai sus, pentru 3n =  experienŃe, fiecare experienŃǎ pe post de 
aproximaŃie iniŃialǎ în rezolvare. Se prezintǎ de asemenea şi o problemǎ-model a 
sistemului (2.5), pentru 5n =  experienŃe, fiecare pe post de aproximaŃie iniŃialǎ în 
rezolvare. 
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